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摘要 � 给出了不分明化拓扑线性空间中有界性、完全有界性和紧性的概念, 得到了其紧性的刻划定

理,即紧性的充要条件是全有界和完备的 �
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引言
� � 紧性是很重要的概念,也是线性拓扑中重要概念之一� 因此自 1965年模糊集

[ 1]
被提出之

后,人们对 F 拓扑和 LF 拓扑中的紧性做了大量工作(见文[ 2]第六章) �不分明化拓扑中有限
复盖式紧性定义[ 3]可得到许多紧性的等价刻划和重要性质� 模糊拓扑线性空间中有界性问题
已被吴从火斤、方锦喧[ 4]所讨论� 本文是文[ 5]的继续,给出了不分明化拓扑线性空间中(完全)有

界性和紧性[ 6]的有关性质,得到了紧性的刻划定理 2�2�
文中有关术语和性质见文[ 3]和[ 5] ,为查阅方便, 先列出几个所用到的已知定义和结果:

定义 1[ 3] � 设� 是不分明化拓扑空间族, 一元不分明谓词 � � F( � )称为紧的,若

�( � ,J) : = ( �A) ( K 0( X ,A) �( �D( (D� A) �K( D, �) ) AFF(D))) ,

其中, � FF ( �A ) = ( � ( �B ) ( F ( �B ) � ( ( �A � ( �B ) )、F( �B )表示 supp�B为有限元�
定理 2[ 3]设( �J)是不分明化拓扑空间,则 � �( � , J) �( � S ) ( S � N ( � ) � ( �T ) ( � x)

( ( T < S ) �( x � � ) �( T � x ) ) ) , 其中 N ( � ) = { S : S : D � � , ( D, < )为定向集} , T < S 表示

T 为 S 的子网, T � x 在下文定义 1�1说明 �
若 A � � ,则

� �( A ) �( �S ) ( S � N ( A ) �( �T ) ( � x ) ( ( T < S ) � ( x � A ) �( T � x ) ) )�
定理 3[ 5] � 设( � ,J)是 fHs(不分明化拓扑线性空间、数域为 K ,下同) , 则存在 O 点不分明

化邻域系的邻域基B� 满足:

� � �任意 V � � , V � B0 �
�s

A ( V ) �B ( V ) ,

其中 � � � � A ( V ) = ( � � � � ) ( � �� k ( ( x � �V ) ) �( | �| > O ) ) ,

� � � � � B( V) = ( ��� K ) ( | �| � 1 � �V � V )�
� � � � ( �V � � ) ( V � Bo �( � U) ( ( U+ U � V ) � ( U � Bo) ) ) .

1 � 有界与完全有界
� � 定义 1�1 � 设( � ,J)是 ft ls,二元不分明谓词 � � F( N ( � ) � � )定义为:
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� � S � �: = ( � V � Vx ) ( V � N x � S �
~

V ) S �
~

V 表示存在�� D ,对一切 �> �有S ( �) � V;

Vx = { V � � : N x ( V ) > 0} ,由于 N x( � ) = 1可知其非空�

注意此定义不影响对引言中结果的应用且等价于( � V � Vo) ( V � N o � S �
~

x+ V )�

� � 定义 1�2 � ( X , J)是 f tls, 不分明谓词 Bd 和BD � F( P ( X ) )分别称为有界和完全有界, 若

A � �时
Bd ( A ) : = ( � V � Vo) ( V � N 0 � ( � �) ( �V � A ) ,

BD ( A ) : = ( � V � Vo) ( V � N 0 � V � �( A ) ) .

其中 �( A ) �{ V � � :存在有限�1, �2���n � A , A � U
n

i = 1
(�1+ V ) } .

命题 1�3 � 设( �J)是 f tls, A � � , 则

� BD ( A ) �Bd ( A ) .

证明:要证 inf { 1- N0( V) : V � Vo 且 V � �( A ) } �

� � inf
V � V

o

m in( 1- N 0( V ) + sup
�� K

[ �V � A ] , 1) ,

设[ BD ( A ) ] > t� 对任意 V � Vo 则任意�> 0,据定理 3存在 U2 和 U1 使 U2+ U2 � U1 � U1 �
V 且B0( U2) �(B0( U1) > N 0( V ) - �, 同时[ B ( U2) ] = 1; 两种情况: 1�, U2 � �( A )是经典结

论,自然成立; 2�, U2 � �( A )时,

1- N 0( V ) + sup
�� K

[ �V � A ] �1- N 0( V ) �1- B0( U2) - �

�1- N 0( U2) - ���- �,
由 �的任意性和结论成立�

由定义 1�2易知:

�任意有限点集{ x 1, x 2, �, x n }满足:

[ Bd ( { x 1, x 2, �, x n} ) ] = [ BD( { x 1, x 2, �, x n} ) ] = 1;

� A 1 � A 2 时,有[ Bd ( A 2) ] � [ Bd ( A 1) ] �
定理 1�3 � 设( � ,J)是 ft ls, A � � , 特别取定向集(自然数, < )则

� Bd ( A ) �( � S � N ( A ) ) ( S� � Nck ) ) ( S�� O � SS�� O) ,其中 SS�( n) = S ( n) S�( n)�
证明: 设[ Bd( A ) ] > t ,对任意 V � Vo 和 S � N ( A )、S� � N ( K )且[ S�� 0] = 1, 即, S�( n)

�0, 由定理 3不防设[ B( V) ] = 1,设 SS� + V ,则 SU P
�

[ �V � A ] = 0,否则存在 �, �V � A ,即

V � 1
�

A , 又由 S�( n) �0存在 K�且 n �K�时| S�( n) | � 1
| �|

,故上[ B ( V ) ] = 1, n �K�时, S

( n) S�( n ) � V 矛盾于SS� V ,所以由假设 1- N 0( V) > t�

反之,设 inf
S � N ( A)

inf
S� � N ( A )
m in( 1- [ S�� 0] + [ SS�� 0] , 1) > t ,取 S�( n) =

1
n

,则[ S�� 0] = 1因而

inf
S � N ( A)

[ SS�� 0] > t , 对任意 V � Vo ,取 �n = n , x n � A \ n V, 则
1
n

x n � V, 若令 S ( n) = x n, 则 1

- N 0( V ) > t ,因此[ Bd ( A ) ] � t ,定理得证�
推论 1�4 � 设( � ,J)是 ft ls, A 1, A 2 � � ,则

� Bd( A 1) � ( Bd ) ( A 2) �Bd ( A 1+ A 2) �Bd ( A 1� A 2) �( ��� K ) ( Bd ( �� 1) ) .

证明:设[ Bd ( A 1) �Bd ( A 2) ] > t , 则任意 S 1 � N ( A 1) , S 2 � N ( A 2 ) , 及 S� � N ( K )满足
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[ S�� 0] = 1,有

min( [ S 1 S�� 0] , [ S 2S�� 0] ) > t ,断言[ Bd ( A 1 + A 2) ] � t :事实上,任意 S � N ( A 1+ A 2)

及 S� � N ( K )且[ S�� 0] = 1,任意 n ,有 x n � A , y n � B 使 s ( n) = x n + yn , 令 S 1( n) = x n, S 2

( n) = yn ,则 S 1 � N ( A 1) , S 2 � N ( A 2) ,且任意 n 有

SS�( n ) = ( S1+ S 2) S�( n) , 故

[ SS�� 0] �m in( [ S 1 S�� 0] , [ S 2 S�� 0] ) > t .

同理可证其余结论, 此略 �
命题 1�5 � ( X ,J)是 ft ls, A 1, A 2 � � ,则

� BD( A 1) �BD( A 2) �BD ( A 1+ A 2) �BD ( A 1 � A 2) �( ��� K ) BD ( �A 1) .

证明:设[ BD ( A 1) �BD ( A 2) ] > t , 往证[ BD ( A 1 + A 2) ] > t .对任意 V � Vo , 任意 �> 0, 据

定理 3存在 U1, U2使 U2+ U2 � U1 � V, 且B0( U2) �B0( U1) > N 0( V ) - �> 0. V � �( A 1+

A 2)时,结论成立; 所以我们设 V � �( A 1 + A 2 ) , 此时由经典推理知 U2 � �( A 1 )和 U2 � �

( A 2)至少一个成立,因此有 1- N 0( U2) � t ,因而

1- N 0( V ) > 1- B0( U2) - ��1- N 0( U2) - �� t- �, 既然 �是任意的,故

[ BD( A 1+ A 2) ] = inf { 1- N 0( V ) : V � Vo且 V � �( A 1+ A 2) } �t .

同理可证[ BD( A 1 � A 2) ] �t 和[ BD( �A 1) ] �t ,此略 �

2 � ftls中的紧性[ 6]

定义 2�1 � 设( � , J)是 f tls, A � � , S � N ( A ) ,称一元模糊谓词 CN � F( N ( A ) )为 cauchy

网,若满足:

CN( S) : = ( �V� Vo) ( V � N 0 �( S 1 � V ) ) ,

其中( S 1� V ) � ( � �) ( ��1, �2) ( ( ( �1> �) � ( �2 > �) ) �( S ( �1) � S ( �2) � V ) ) ;另外以

下定理 2�2证明中所用符号 S �~ V 表示

( ��) ( ��) ( ( �> �) � ( S ( �) � V ) )�

定理 2�2 � 设( � , J)是 fH s, A � � ,则

� �( A ) �BD( A ) � ( �S ) � N ( A ) ) ( CN ( S ) ) �( � x � A ) ( S � x ) .

证明:设[ � ( A ) ] = infm in
A

( 1- [ K 0( A, A ) ] + sup
D[ A

[ K ( D, A ) ] P [ FF ( D) ] , 1) > t ; 对任意 V

I V0 且 V I X( A ) , 任意 E > 0, 则存在 W < V, 使 B0 ( W ) > N 0 ( V ) - E> 01 令 A( U ) =

1  存在 x I A , 使 U= x + W ;

0  否则1 V
则有[ K 0(A, A ) ] = [ K (A, A ) ] P [A< ¦] = inf

x I A
J( x + W ) \ J

( W ) \ B0( W ) ,断言 sup
D[ A

[ K (D, A ) ] P [ FF (D) ] = 0;否则存在 D[ A,使[ K ( D, A ) ] + [ FF (D) ]

- 1> 0因而[ K ( D, A ) ] = 1和[ FF (D) ] = 1,即存在 A 中点 x 1, x 2, , , x n 使得 A < U
n

i= 1
( x i + W )

< U
n

i = 1
( x i+ V ) .这矛盾与 A I W ( A ) ! 因此

[ BD( A ) ] = inf{ 1- N 0( V ) : V I V且 V I W ( A ) } \ t ;往证 inf
S I N ( A)

m in( 1- [ CN ( S ) ] + sup
x I A

[ S þX ] , 1) \ t1 由定理 2对任意 S I N ( A ) , 存在 T < S 和 x 0 I A 使[ T þx 0] > t ;对任意 V
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V且 S x 0+ V ,据定理3,对任意 E, 存在 U1与 U2 满足 U2+ U2 < U1 < V 且B0( U2) \ B0

( U1) > N 0( V ) - E> 01若 T x 0+ U2, 则 1- N 0( V ) + E\ 1- B0( U2 ) \ 1- N 0 ( U2) > t ,即

1- N 0( V ) > t-E, 若 T A x 0+ U2,则 S | y V 2,这因为 S | y V 2 和 T <
~ x 0+ U2时有 S A x 0+ V

矛盾与假设1 故

N 0( U2) + 1- N 0( V) \ N 0( V ) - E+ 1- N 0( V ) = 1- E,因此

inf
S I N ( A )

( sup
V I V

0
S | y V

N 0( V) + sup
x I A

[ S þx ] ) \ t .

另一方面, 设( Ñ) [ BD ( A ) ] > t 和( Ò) [ ( P S I N ( A ) ) ( CN ( S ) y ( v x I A ) ( s þx ) ) ] >

t ,由定理 2只要证明[ ( P S I N ( A ) ) ( v T I N ( A ) ) ( v x I A ) ( ( T < S ) +( T þ x ) ) ] \ t . 任

取 S I N ( A ) , 设 S : ( D, < ) y A ,令

M= {H: H<I( A )且 suppH< ] 时, S A HH} ,

在M中规定H1< H2 Z H1 < H2, 则, 由 Zorn引理知M有极大元 H1 且满足: ¹ A I H; ºE 1, E2,

, , En I H0时, G
n

i= 1
E i I H0 时,存在 i I { 1, 2, , , n}使 E i I H01

现取U= { ( E , A) : E I H0, A I D 使S ( A) I E } , 规定( E , A1) < ( E 2, A2) Z E 2 < E 1 且 A1<

A2,则易知(U, < )是定向集1 取 T : ( U, < ) y A , T ( E , A) = S ( A)易知 T I N ( A )且 T < S 1往

证 SU P
x I A

[ T þx ] \ t :任取 V I V0, 任意 E> 0,据定理 3存在 U 使 U+ U < V 且[ B ( U) ] = 1和

B0( U) > N 0( V ) - E> 01 因为 inf{ 1- N 0( V ) : V I V且 V I X( A ) } = [ BD( A ) ] > t ,我们考虑

两种情况:

1b, U I X( A )  则 1- N 0( U) \ t ,因而有

1- N 0( V ) > 1- B0( U) - E\ 1- N 0( U) - E\ t- E,由 E的任意性知

SUP
x I A

[ T þx ] \ [ T þ0] = inf{ 1- N 0( V) : V I V 0且 T ¿ V } \ t ,

2b, U I X( A ) ,则有{ï1, ï2, , ,ïn } < A 使

A < U
n

i= 1
E i I H0,断言存在 i 0 I { 1, 2, , , n }使 S <

~ E io且E io I H:

事实上,设{ i 0, i 1, , , i k} < { 1, 2, , , n} , i j ( j = 0, 1, , , k )是其中满足 S <
~ E i j 的E i j ,则存

在 AI D ,当 B> A时有A H{ S ( B) : B> A} = ( U
k

j = 0
E ij ) H { S ( B) : B> A} 1 若( U

k

j- 0
E ij ) I H,则任取

F 1, F2, , , Fm I H0,有

( H
m

i= 1
F i ) H { S ( B) : B> A} = ( H

m

i= 1
F i ) H A H { S ( B) : B> A}

= ( H
m

i= 1
F i ) H( G

k

j= 0
E ij ) H{ S ( B) : B> A} .

可见H0 G { G
k

j = 0
E ij } I M,矛盾与H0 的极大元性! 因此, 存在( E io , A) I U,对( Ec, Ac)与( Ed, Ad) I

U且( Ec, Ac)与( Ed, Ad) > ( E io , A)时,有

T ( Ec, Ac)-T ( Ed, Ad) = S ( Ac) - S ( Ad) I Ec- Ed < E i o- E io < ( ïio+ U ) - ( ïio+ U) < U

- U < U+ U < V, 因此 T | y V; 既然 V I V0是任意的,据( Ò)知 sup
x I A

[ T þ x ] \ t ,这样我们完

成了定理的全部证明 1
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Fuzziifying Topological Linear Spaces ( Ò)

Qiu Daow en

Dept . of M athemat ics and Physics, GDUT, Guangzhou, 510090

Abstract  Several concepts such as boundedness, complete boundedness and compactness are int ro-

duced. An equivalent theorem of compactness is g iven, w hich show s that a set A is compact iff A

completely bounded and complete.

Key words fuzzifying linear topolog y; complete boundedness; compactness
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The Characteristics of the Nonempty Class u2( R, S)

Hou Sumei

Dept . of M athemat ics and Physics, GDUT , Guang zhou, 510090

Abstract  Let u2( R, S) be the class of all( 0, 1, 2)-m atrices with a prescribed row sum vector R

and column sum vector S , the relat ionship between the vector R and the vector Sof the nonem pty

class u 2( R, S ) are studied.

Key words  ( 0, 1, 2) - m atrix ; u2( R , S ) ; st ructure matrix ; irreducible matrix
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